2ème Année Sciences Maths 
Examen National 2018 


Corrigé de l’exercice 1 : 


1- 
Ÿ EzS (car O=M(00)EE ) 
Ÿ ECM,(R) 
Ÿ Soient M (x,y)et M (a,b) deux éléments de E : 
Ona: 
x —2y a —2b 
M{x,y)-Ml{a,b) = — 
COM ee) y SE b Ba 


x—a —2(y—b) 
Fe ee ët 
= M(x-a,y—b) 
((x-a,y-b)e 2) 
Donc : Y(M (x, y),M (a,b))€ E’ i M (x,y)—M (a,b) € E 


D'où E est un sous groupe de (M, R),+) 


2- a) Montrons que Eest un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel (M Sg R), +.) 


Ÿ Ona: Es et ECM,(R) 
v Soient (a,B)eR* et (M (x, y),M (a,b)) € E° 


Ona: 
a.M (x,y) +6.M (a,b) = dp kal SE 
ax  —2ay Ba  —26b 
8 ay = à Bb a. 
ax+ Ga —2ay — 28b 
: ay + Bb Mo 
ax+ pa —2(ay+ 8b) 


ay+/8b (ax+ßa)+2(ay+6b) 
= M (ax+ Ba,a y + Bb) 
((ax+Ba,ay+Bb)eR°) 
Donc : V(a,B)e 4 V(M (x, y),M (a,b)) € E’ ; a.M (x, y)+ B.M (a,b) € E 
+,.). 


Sn 


D'où Eest un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel (M (R), 


b) 
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3- a) 


v Soit M(x,y)€E,ona: 


x —2y 
M (x) H " Ges 


x 0 0 —2y 
+ 

0 x y 2y 

1 0 o 0 —2 

Gas S 


= XI + yJ 


= A 


Donc (7,J )est une famille génératrice de l’espace vectoriel E 
v Soit (a,B)eR° : 


Ona: 
al+BJ=0 = M (a,ß)=M (0,0) 
a RH E 
=> = 
B a+28] Ion 
a=0 
=> E 
—26 =0 
a+26 =0 


= a=0 et GB=0 
Donc (7,J)est une famille libre de l’espace vectoriel E 


v On conclut que (1,7 )est une base de l’espace vectoriel E 


Ÿ ECM,(R) 
Ÿ Soit (M (x,y),M (a,b))€ E’ ,ona: 


x —2y a —2b 
M (x,y)xM (a,b) = x 
y x+2y] |b a+2b 
8 xa —2yb —2xb —2ya —4yb 
~ (ya+xb+2yb —2yb+xa+2bx+2ya+4yb 
8 xa—2yb —2(xb + ya + 2yb) 
-© |xb+ya+2yb (xa—2yb)+2(xb+ ya+2yb) 


= M (xa—2yb,xb+ ya +2yb) 
((xa—2yb,xb+ ya+2yb)e R?) 


Donc : Y(M (x, y),M (a,b)) € E’ : M (x,y)xM (a,b)€ E 


2ème Année Sciences Maths 
Examen National 2018 


D'où Eest une partie stable de (M, (R),x) 


b) Montrons que (E,+,x) est un anneau commutatif 
v (E,+)est un groupe commutatif ((E,+..)est un espace vectoriel ) 
v "x" est associative 
v "x"est distributive par rapport à "+" 
Ÿ Soit (M({x,y),M (a,b)}e E’ : 
M (x,y)xM (a,b) = Mi(xa—2yb,xb+ ya+2yb) 
M (ax—2by,bx + ay + 2by) 
M (a,b)xM (x,y) 


Et par suite (E,+,x) est un anneau commutatif . 


4- a) Soit (z,z') e(c*}, ona: 


Ÿ 
p(zxz!) = p((x+iy)x(a+ib)) 
m p((xa— yb)+i(xb+ mal 
= M ((xa— yb+xb+ ya);—(xb + ya) 
V4 
p(z)xwp(z) = p(x+iy)xy(a+ib) 


Mixt y,—y)xM (a+b,-b) 
M ((x+ y)(a+b)—-2(-y)(—b).(x+ y)(-b)- x(a +b)+2(-y)(—b)) 
= M (xa + xb + ya + yb—2yb;—xb— yb— ya — yb + 2yb) 
M (xa+ xb+ ya — yb;—( xb + ya)) 


Donc V(zr)e(c') ; p(zxz')=w(z)xe(z) 


Donc yest un homomorphisme de (C*,x) vers (M,(R),x) 


b) 
v Soit M (x, y) € E* 


Existe-t-il zde C*, tel que 4(z)=M(x,y) 
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p(z)=M(x, y) < pla+ib)=M (x,y) 
-> M (a +b,—b)=M (x,y) 


a+b=x 
> 
-b= y 
a=x—b 
> 
b=-y 
© a=x+y et b=-y 


Donc YM (x,y)€ E* 3(a,b)=(x+y,—y) el R*) 
Donc gyest surjective 
Et par suite @(C*)= E* 
c) Ona yest un homomorphisme surjective 
Et puisque (C*,x) est un groupe commutatif alors Loi" est aussi un groupe 
commutatif 
Et comme @{C*)= E*, on a donc {E*,x)est un groupe commutatif . 


5- On a: 
v (E,+)est un groupe commutatif . 


v (E E est un groupe commutatif . 


v "x"est distributive par rapport à "+" 
Donc (E,+,x) est un groupe commutatif. 
Corrigé de l’exercice 2 : 


1- Soit pun nombre premier tel que : p =3+4k (k € N°) 


Ona: p-5=4k-2=2(2k-1) (kEN') 


Soit rei: 
On a : 
2k—1 K 
x =1|p] => (x?) =j” "nl 
=> x =1|p] 
=> xP” SH? 


Donc pour tout entier relatif x, si x =1[plalors "sin 


2- a) Soit x un entier relatif vérifiant : x” *=1|p] 
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Montrons que x et p sont premiers entre eux . 
Puisque x” * =1[pJalors il existe u € Z tel que x’”™ =1+ up 
Donc ueZtel que x” °x-—u.p=1 (p—-6EN*) 
Donc d’après le théorème de Bézout xAp=1 
D'où x et p sont premiers entre eux . 
b) On a pun nombre premier et x A p=1 
Donc d’après le théorème de Fermat ` x” =1|p] 


2+(k—1)(p-1) =  2+(k-1)(4k+2) 
= 2+4k°+2k—4k-—2 
= AE —2k 
= k(4k—2) 
= k(p-5) 


Donc vd dir) 


Et d'autre part on a x” '=1|p] 


Donc Ee =1|p] 


Donc Ee = x [p| 


On déduit que : x =1[p] 


3- Résolvons dans Z l’équation ` vii =1[67] 
On a pour tout entier relatif x, x*=1[pl& vi" =1[|p] 


avec pun nombre premier tel que : p=3+4k (kEN') 
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on 67 est un nombre premier et ` 67 =3+4(16) 


Ona: 
elei o AT =1[67] 
x =1[67] 
x? —1= 0[67] 


ttt? 


x—1=0[67] ou x+12= 0/67] (car p est premier) 
& x=1[67] ou x=1[67| 


Donc S={1+67k/kEZ}U{—-1+67k/kEZ} 


Corrigé de l’exercice 3 : 


I- Soit met 
On considère dans l’ensemble complexes Cl’équation (E,,)d’inconnue z : 


z +(im+2)z+im+2-m=0 


1- a) 
A = (im+2f-—4(1)(im+2—m) 
= —m +4im+4—4im—8+4m 
= —m° + 4m —4 
= —(m—2) 
- Ha 2 
= (im—2i) 
b) 


Ÿ Si m=2 : alors l’équation (E,)admet une solution unique 


=). 


Donc S={-1—i} 


v SimeC-—{2} : alors alors l’équation (E,) admet deux solutions : 
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—(im+2)+(im—i) _ __—(im+2)-—(im—i) 
2(1) ~ 
—2— 2; —2im—2+2i 
= ou A E 
2 2 
z=-l—i ou z=—l—im+i 
Donc S—{-1-i,-1-im+i} 
2- Pour m=iv2 
vi 


-1-i = E 


3) 
il 


Za" 


I 
SI 


T dE 
—|—1sSIn 
1 


Z 


T ER 
ce: + ra 


7) z5 
COS| — |+sın 
4 


eme = 1 i(i2)+i 
= —1+42+i 
S EC 


2|—— + —; 
CRE 


1 + Si 
CM 


l 
SI 


II- 
1- Soit R la rotation d’angle -5 qui transforme M en MI 


a) affixe z du centre de la rotation Rest solution de l’équation z=-—iz—1+i 
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en E 
(+i)z=-1+#i 
_—1+i i(i+i) 
Cdi (+ù 


Donc z=w 
D'où Qest le centre de R 
b) Déterminons l’affixe bde B, où Best le point tel que : A= R(B) 


a=—ib—1+i 
ibb=—-1+i-a 
pa 
l 
E 
l 
p=% 
l 
b=2 
a) On a: 
V4 
ma = —im-l+i+l+i 
= —im+ 2i 
— —i(m-—2) 
= —i(m—b) 
V4 
AG) 8 GE 
w—b i—2 
E Less 
—2 +i 
if ot; 
= Se le 
—2 +i 
= —i(m—b) 
Donc : m' —a =*=" (m—b) 
w—b 
b) 
Ÿ Si m=a : le résultat demandé est évident 
v Simza : 
! 
On a MTA MR ME 
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1 
m —a 


ER 


AM et M' sont alignés < 
m—a 
w—a m—b 


ER 


© 


a 
w—b m-a 
& A,B,Q et M sont cocycliques 


© Ona: AM et MI sont alignés & A,B,Q et M sont cocycliques 
Et par suite M appartient au cercle circonscrit au triangle ABQ rectangle et 
isocèle en Q 
(A=R(B)) 
Donc M appartient au cercle de diamètre [AB] 


v De rayon : A8 Ba _B+i Jg 


2 2 2 2 
v Et de centre le point 7 d’affixe : z, = — = 
Corrigé de l’exercice 4 : 
1- a) soit x€ [0, +00! : 
ona: 
x t a [à 
Litt o0 1+t 


z Sl- 
0 1+7 
f 

z fhe dt 


(ET 


kal 
= x—In(1+x) 


xX 


Donc (vx € ]0, +00) d Läscht 


b) Soit x€]0,+o0! : 
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u= St Vu 
TEY 
2 


t=0—u=0 


2 
t=x—>u=x 


Tea E 
eg o 1+Vu 290 1+4Vu 


S Leg 1 
Donc (vx€]0, +f) ; Las Se 


c) Soient x€]0,+o0 et well: 


On a O<u< x 
Donc O0 < Vu <x 
Donc 1<1+ Vu <1+x 
1 1 
Donc < <1 
E LE 
1 1 1 
Donc = aA 
Aral 2(1+vu) 2 


2 1 x 1 #2] 
Donc 1 Ge E Aw SEH 


1 BESSE 
21+) à 


Et par suite : (Vx€]0,+c|) ; 


2- Ona: 


On considère la fonction f définie sur ]0,+oc] : f 
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l- a)Ona: f(0)=1 


x+1 In(1+ x) 


=] 


Et lim f (x)= lim 


x—0* AH x 


In(1+x)= lim (x +1) 


liml+x=1 
x—0* 


Car 
x—0* xX 
Puisque lim f (x)= lim a E = f (0) alors f est continue à droite en 0 
X— X— X 
b) Ona: 
x+1 
8 In(1+ x)—1 
wma. 
x—0* x—0 x—0* xX 
2 pe DOKU 
E xln B x) i In(1 a — X 
x—0* xX xX 
— lm n+x) ` SE 
x—0* D D 
= 22 
2 
> 1 
2 


NI 


V lim f(x)= lim 2 n(x-11)}=+00 
X 


X—+00 X—+00 
, x+l 
lim = 
Car : x> y 
lim In(x+ 1) = +00 
X—+00 


1 


In(x+1) 2 
E CCE lim ZC m(x+1)= lim z+ a 
X—+00 žy% X—+00 xX +00 y X—+00 xX x+1 
limi =] Zi 
Car: | A X 
In(x+1) 
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v (C)admet une branche parabolique de direction l’axe des abscisses au voisinage 


de +0 
2- a)on a: 


fix TT est dérivable sur (UE 
X 
f,:x+ In(1+x) est dérivable sur ]0,+oc| 
Donc f= fx f, est dérivable sur ]0,+c0] 
Soit x € ]0, +00! : 
On a: 


x+1 


EM ` ale 


X 


Two: 


x+1 1 
x 
x x+1 


-1 
—n(x+1)+ 
x n(x ) 


= erte 
x x 


E 
x? 
Donc ` (Vx€]0,+c|) ; Fee) 

X 


b) on a (Vxe]0,+o0l) : mu) 
X 
comme x’ >0alors le signe de f'(x) est le même que le signe de x—In(1+x) 
1 > x—In(1+x) _1 
2(1+ x) z x 2 


on a (yx€]0,+oo[) ; 


donc (vx€]0,+oo[) ; 


donc f'(x)>0 


et par suite f est strictement croissante sur [0,+oc] 


c)ona f est continue et strictement croissante sur [0,+oc| 


donc f([0,+0c{)=|f(0), lim £ (x)] =[1, +001 
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1 —n(1+ 1 
l- a) on a (Vxe]0,+o0]|) ; TE t d 
donc (vx€]0,+o0[) ; dE EE 
X 


et par suite (Vx€]0,+o0|) ; 0< f'(x)< 
b) 
v on a g est dérivable sur ]0,+oc| 
soit x € ]0,+oq| : 
ona: g'(x)= f'(x)-1 
et comme WË alors f'(x)-1<0 
donc (Vxe]0,+o0|) ; g'(x)<0 
et par suite g est strictement décroissante sur ]0,+o0| 


v ona gest continue et strictement décroissante sur |0, +00! 


donc g Un. Gol = | tim g(x), lim g (x) = |-00, I] 
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lim g(x) ES lim f(x)—x 
lim di a. 
X—+00 X 
= —00 


car l fa) 


c) Ona: 
v gest continue sur ]0,+oc| 


v gest strictement décroissante sur IO. cl 
v 0€ g (J0.+0[) 
Donc l’équation g(x)=0admet une solution unique asur ]0, +00] 
Et par suite l'équation f (x)= x admet une solution unique asur ]0,+oc| 
2- Soit aun réel de l’intervalle Dol, 
On considère la suite In, 1. définie par : u =a et (VneN) ; u,,=f(u,) 
a) 
v Pour n=0 : 
Onau,=aeta>0 
Donc u, >0 
v Soit uch 
e Supposons que u, >0 
>0 ? 


On a d’après l’hypothèse de récurrence u, > 0 


e Montrons que u 


n+1 


Et comme f est continue et strictement croissante sur IO. il 
Alors f{u,)> f(0) 


Donc nu, >1>0 


DES 


v On conclut que : (VnEN) ; u,>0 


b) Soit neN 
Ona: 
v f est continue sur l'intervalle fermé d’extrémités u, et o 


v f est dérivable sur l'intervalle ouvert d’extrémités u, et o 
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vi (vx € ]0, +00) S 0< f'(x)< 2 


Donc d’prés l’inégalité des accroissements finis : | flu) f (ol <= 


u, — al 


Et par suite (Yn €N) 


WT 


lz ch 
2 


CHEN et f(a)=a) 


c) 
v Pour n=0 : 


Onalu,—-al=la-al et 


1 0 
SD 


1 0 
Hat 


Donc luo — al < 


v Soit uch 
e Supposons que |u, —a|< 2 la — al 
1 n+l 
s Et montrons que: 4, -al< 1] [a — al ? 


On a d’après la question précédente 


Et on a d’après l’hypothèse de récurrence |u, — al < 9 Ja — al 
1 n+l 
De (x+) et (++), on obtient : |u,,, —a|< 1) la — ol 
v On conclut que(VneN) ; |u,-al< 3 o — al 


1 
d) On a Ro donc lim 
n—+00 


9 0 
2 


Donc lim 
hn— +00 


d Ja—a)=0 
2 


Et comme (VneN) ; lu, -al< 


1 n 
ED 
2 
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Alors ` lim u, =a 


n—+00 


Corrigé de l’exercice 5 : 


On considère la fonction F définie sur R par ` F (x)= Í ‘e dt 


Us 


2 . 
Ÿ Ona t= e est continue sur R 


( composée de deux fonctions continues sur R ) 

Donc Fest dérivable sur R (primitive d’une fonction qui s’annule en 0) 

Et par suite F est continue sur R 
v Soit x€ 


Ona F'(x)= e" 


Puisque : e >0 
Alors : (vx e R) F'(x)>0 


D'où F est strictement croissante sur R. 


Donc : lim F (x) = +00 
X— +400 


" Soit xeR,Ona: 
v ch 


V F(-x)= f dia 
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u=—t&t=-u 


dt = —du 
t—0—u—0 
t=—x—>u=x 


F(-x)= Ida = -f edu = -f edu = E =-F(x) 


Donc F est impaire . 


" lim F(x)= lim F(—u)= lim — F(u)=—00 


A 


4- Puisque F est continue et strictement croissante sur 
alors F est une bijection de R vers F(R) 


tel que: F(R)= F(]-00,+o0f)=| lim F(x), lim F(x] =]=00,+00 =R 


5- Ona F(0)=0 
Et F'(0)=1 donc F'(0)=0 
v OnaF est dérivable en 0 et F'(0)=0 


Donc G est dérivable en 0 


Et on a: G’(0)={F *) (0)=(r (F(0))= bb 


DI 


PIPES 


